Лекція 1.2.
Рівняння дискретних автоматичних систем в операційній формі.

Імпульсна теорема Котельнікова (Найквиста-Шеннона).

Сутність Z-перетворення.

Пряме Z-перетворення.

Теореми Z-перетворення.

1.2.1. Рівняння дискретних автоматичних систем в операційній формі.

   Операційній метод, який базується на дискретному перетворенні Лапласа, широко застосовується для аналізу лінійних автоматичних систем. Можливості і засоби дискретного перетворення Лапласа є близькими до перетворення Лапласа, що використовується для аналізу безперервних лінійних автоматичних систем, які Ви вивчали протягом попереднього семестру. Для визначення дискретного перетворення Лапласа ми можемо застосувати безперервне перетворення Лапласа до гратчастої функції 
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(1.2.1.1)
Оскільки підінтегральна функція:

- дорівнює 0 при t ≠ nT; 
- при  t = nT; exp(-st)=exp(-snT)=const.;

і беручи до уваги, що: 
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(згідно з визначенням одиничного імпульсу),
тоді дискретним перетворенням Лапласа (1-ша форма) називається наступна сума:
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 (1.2.1.2) 
де s – комплексна перемінна.
Вираз (1.2.1.2) дозволяє визначити аналогію між дискретним та безперервним перетвореннями Лапласа. Аналогічно звичайному перетворенню Лапласа X[nT] називається оригіналом, а X*(s) - зображенням. Ми можемо символічно описати відповідність між оригіналом і дискретним зображенням Лапласа у наступній формі:

X*(s) = L*{X[nT]}; 

X[nT] = L-1*{ X*(s)}; (1.2.1.3)

де L* і L-1* - пряме та обернене перетворення.
Приклад 1.  
Розглянемо одиничну ступеневу функцію: 
X(t) = 1(t);

X[nT] = 1 [nT]; 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]
Зображення Лапласа цієї дискретної функції дорівнює:
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Ми отримали нескінченну геометричну послідовність (прогресію), що зменшується. 
Сума прогресії дорівнює:
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(1.2.1.5)

Ми можемо визначити exp(sT) як Z, тоді ми отримуємо:
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 (1.2.1.6)

Зображення безперервного F(s) і дискретного F(z) перетворень Лапласа відображені у Табл. 1.
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1.2.2. Імпульсна теорема Найквиста-Шеннона-Котельнікова.

     Визначимо зв’язок між зображенням дискретної функції X*(s) і зображенням безперервної кривої лінії X(s), яка її оточує, використовуючи ряд Фур’є для опису імпульсної послідовності 
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де:
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 – частота дискретизації імпульсної послідовності (у рад/с або Герц);
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 – комплексна амплітуда n-ої гармоніки, яка визначається згідно з формулою:
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 (1.2.2.2)

Беручи до уваги Рівн.(1.2.2.2) ми маємо:
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 (1.2.2.3)

Тоді безперервний сигнал після амплітудно-імпульсного модулятора за допомогою послідовності одиничних імпульсів буде мати наступний вигляд: 
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Визначимо перетворення Лапласа від отриманого амплітудно-імпульсно модульованого сигналу:
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 (1.2.2.5)

Відзначив 
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, ми маємо:
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де s*- новий параметр перетворення.
Беручи до уваги, що 
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, ми отримуємо зв”язок між відображеннями дискретної X*(s) і безперервної X(s) функцій:


[image: image22.wmf]å

¥

-¥

=

W

-

=

n

nt

j

t

X

T

t

X

);

exp(

)

(

1

)

(

*

 (1.2.2.7) – 2-га форма перетворення Лапласа від імпульсно- модульованого сигналу. Обидві форми широко застосовуються для дослідження дискретних систем автоматичного управління. 

[image: image23]
Мал.1. Амплітудно-частотний спектр дискретної функції X*(s) і зображення безперервної кривої лінії X(s), яка її оточує в залежності від частота дискретизації імпульсної послідовності.
Рівн.(1.2.2.7) має форму нескінченої послідовності, тому вихідний сигнал містить високочастотні складові (див. Мал.1).


[image: image24.wmf]*

1

()[()()(2)...()(2)...]

SSSS

XsXsXsjXsjXsjXsj

T

wwww

=++++++-+-+

     (1.2.2.8)
Ми вважаємо, що деякий сигнал 
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має амплітудний спектр 
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згідно з Мал.1.,A. Тоді амплітудний спектр
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матиме форму згідно з Мал.1.,В.
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Отже, ефект ідеального квантування зводиться до копіювання початкового спектру при частотах …
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Як це виходить з Мал.1,B, ідеальний фільтр низьких частот в змозі повністю відтворити початковий сигнал 
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з амплітудним спектром 
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, якщо його смуга перепускання дорівнює 
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, а також вищі частоти сигналу
[image: image33.wmf]()

xt

не перевищують 
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Якщо частота квантування 
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 зменшується і таким чином частоти вищого порядку амплітудного спектру 
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 перевищують 
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, тоді амплітудний спектр 
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не в змозі відтворити початковий сигнал 
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Таким чином, якщо Ви обираєте частоту квантування для будь-якої імпульсної або цифрової системи, необхідно, щоб вказана частота в крайньому разі вдвічі перевищувала верхню межову частоту спектру сигналу, що квантується.

Так звана частота Найквіста (Nyquist frequency), яка названа у честь Шведсько-Американського інженера Гаррі Найквіста (Harry Nyquist) – це половина частоти квантування системи обробітки дискретних сигналів. Вона іноді називається критичною частотою. Імпульсна теорема свідчить, що накладення спектрів можна запобігти, якщо частота Найквіста перевищує ширину смуги (ширину спектру) сигналу, що квантується.

Приклад 2.

Ми маємо початковий сигнал
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, який кантується з частотою 
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Оскільки 
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 має полюси 
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, тоді 
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 матиме наступні полюси:
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Ця вимога є слушною, якщо вхідний сигнал 
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xt

визначено на всій часовій вісі 
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 : - ∞<t<+ ∞, а його частотний спектр має кінцеве значення.

Використовуючи отримані вирази для дискретного перетворення Лапласа, ми можемо здійснити перехід від рівняння САУ у часовій галузі до рівняння дискретної САУ в операційній формі.

Якщо ми маємо зображення функції f[(n-r)T] з запізненням аргументу rT , тоді:

L*{f[(n-r)T]}=F(s)exp(-srT); (1.2.2.9) 

Рівняння дискретної САУ у операційній формі матиме наступний вигляд:

{AK exp(-skT) + AK-1 exp[-s(k-1)T)] + … + A1 exp(-sT) + A0}Y* (s) = 

{Bm exp(-smT)  + Bm-1 exp[-s(m-1)T] +  … + B1 exp(-sT) + B0}X*(s)      (1.1.2.10)

1.2.3. Сутність Z-перетворення.

Операційний метод, який базується на дискретному перетворенні Лапласа, широко використовується для аналізу дискретних автоматичних систем.

Але ми маємо декілька труднощів:

· дискретне перетворення Лапласа є раціональною функцією s і exp(sT) аргументів;

· функція exp(sT), в свою чергу, є трансцендентною функцією s аргументу;

· дискретне перетворення Лапласа дискретної функції в галузі s аргументу не є алгебраїчним виразом, і тому воно є незручним для наступного її математичного аналізу.

Тому більш доцільно ввести нову комплексну перемінну для використання дискретного перетворення Лапласа:
Z=exp(sT) or Z -1 = exp(-sT); (1.2.3.1)

Тоді ми можемо перетворити Рівн.(1.2.1.2) у наступний вираз:
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 (1.2.3.2)

яке називається Z-перетворенням і широко використовується для аналізу і поліпшення характеристик дискретних і цифрових САУ. 

При цьому ми можемо використовувати раціональні функції від Z аргументу, таким чином істотно полегшуємо їх дослідження у порівнянні з дослідженням трансцендентних функцій. 
Тоді ми в змозі спростити Рівн.(1.1.2.9):

(AK Z-k + AK-1 Z-k+1 + … + A1 Z-1 + A0)Y(z) = 

(Bm Z-m  + Bm-1 Z-m+1 +  … + B1 Z-1 + B0)X(z) (1.2.3.3)

1.2.4. Пряме Z-перетворення.

Z- перетворення може використовуватись для аналізу:

1. простих безперервних функцій:
- за допомогою прямого використання формул Z- перетворення;

- за допомогою спеціальних таблиць.

2. складних безперервних функцій:

- за рахунок переходу від прямого Z-перетворення до Z-перетворення за допомогою формули звертання;

- за рахунок зображення складних безперервних функцій у вигляді сум простих функцій або за допомогою спеціальних таблиць.
Пряме Z-перетворення простих безперервних функцій включає наступні етапи:

1. Процес, що досліджується, визначається у дискретні часові інтервали, тобто у вигляді дискретної функції X[nT].

2. Внаслідок використання дискретного перетворення Лапласа від дискретної функції X[nT] ми отримуємо дискретну трансцендентну функцію:
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3. Невідоме Z-перетворення функції X(z) отримується за рахунок підстановки 
Z = exp(sT).

Після подібної підстановки Z-перетворення дискретної функції зображається ступеневим рядом відносно Z-n , тобто:
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 (1.2.4.1)
Таким чином, якщо ми можемо визначити перетворення Лапласа для безперервної функції X(t), тоді ми можемо визначити її Z-перетворення за рахунок використання Рівн.(1.2.3.2).

Приклад 2.

Вхідний сигнал дискретної САУ змінюється за експоненціальним законом:

X(t) = exp(-αt);

Відповідна дискретна функція:

X[nT] = exp(-nTα);

Таблиця Table.1 надає наступну інформацію:
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Тоді відповідне Z-перетворення заданої функції:
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Приклад 3.

Нехай X(t) = 1(t);

X[nT] = 1[nT];

Тоді ми маємо:
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Ми отримали геометричну прогресію, яка (якщо 
[image: image56.wmf]1
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) нескінченно зменшується з наступною сумою членів:
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Таким чином, аналіз Табл.1 дозволяє нам отримати наступні висновки:

· існує прямий зв”язок між знаменниками X(s) і X(z):

(S- Si)n → (Z- Zi)n ;

де  Zi = exp(nT Si);

· але не існує прямої відповідності між чисельниками X(s) і X(z), тому полюси передаточних функцій співпадають, а нулі не співпадають. 

Розглянемо перехід від складної часової функції до Z-перетворення за допомогою формули Коші:
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де 
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Ми маємо розглянути 2 випадки.

А. Полюси функції 
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де
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– прості корені наступного рівняння: 
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– число простих коренів. 

Приклад 5.
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Використовуючи Рівн.(1.2.4.4), ми маємо:
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де 
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Б. 
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По-перше, ми повинні визначити Z-перетворення наступної функції:
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Тоді ми маємо:


[image: image79.wmf]1

2

11

(){}{};

()()

XzZZ

saasa

¶

==-

+¶+

  (1.2.4.6)

У випадку кратних коренів K-го порядку:
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Якщо 
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Таким чином, у загальному випадку наступна теорема є дійсною:

Якщо 
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Тоді: 
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Таким чином, з метою визначення Z-перетворення деякої функції, яка має зображення Лапласа з кратними коренями, необхідно по-перше, визначити Z-перетворення зображення Лапласа безперервної функції без урахування кратності кренів, а потім визначити часткову похідну (К-1) порядку.

Приклад 6.
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Тоді, використовуючи формулу обертання Рівн.(1.2.4.8) и маємо:
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Z-перетворення початкової функції:
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де 
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1.2.5. Теореми Z-перетворення.

1. Складання і віднімання.

Якщо f1(t) і f2(t) мають Z-перетворення:

F1(z) = Z{f1(t)}=
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 (1.2.5.1) and

F2(z) = Z{f2(t)}=
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Тоді:

Z{f1(t)± f2(t)}= F1(z) ± F2(z) (1.2.5.3)

2. Помноження на константу.

Якщо f(t) має Z-перетворення, тоді:

Z{a*f(t)}= aZ{F(t)}=aF(z) (1.2.5.4)

3. Часовий зсув.

Якщо f(t) має Z-перетворення, тоді:
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  (1.2.5.5)
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де n – позитивне ціле число.

4. Помноження оригіналу на експоненту (зсув у галузі зображень).

Якщо f(t) має Z-перетворення, тоді:

Z{exp(
[image: image94.wmf]m

at)f(t)}={F(s±a)}|Z=exp(Ts) =F{z*exp(±at)}; (1.2.5.7)

де a =constant.
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