Критерии согласия

Как бы хорошо ни была подобрана теоретическая кривая (например, F(x)), между нею и статистическим распределением F*(x) неизбежны некоторые расхождения.

Возникает вопрос: чем вызванные расхождения между теоретическим и статистическим распределениями или ограниченным числом n опытов, или теоретическая кривая F(x) выбрана неудачно и потому плохо представляет статистическое распределение F*(x).
Ясно, что судить о том, что функции F(x) и F*(x) “близки” или “существенным образом различаются”, можно лишь при наличии некоторой меры, которая количественно характеризует степень расхождения между ними.

Такой мерой являются критерии согласия, так как они определяют, насколько хорошо опытные данные согласуются с гипотезой Н.
Критерий согласия – это величина, которая характеризует степень согласования теоретического и статистического распределений. Другими словами, критерий согласия – это мера, позволяющая судить, согласуется ли полученная выборка х1, ..., хn с гипотезой Н, высказанной относительно ее закона распределения.

Для принятия или отклонения гипотезы Н о том, что случайная величина Х распределена по некоторому определенному закону F(x) (или f(x)), рассматривают некоторую неотрицательную величину D – меру расхождения, которая количественно показывает, как велико расхождение между теоретическим и статистическим (опытным) законами распределения. Для определенности, как и ранее, будем полагать, что речь идет об отличии между теоретической и статистической функциями распределения (то есть между F(x) и F*(x)).

В качестве меры расхождения D могут быть приняты:

максимум модуля разности между статистической и теоретической функциями распределения:

D = max |F*(x)– F(xi)|;
сумма абсолютных или квадратов разностей отклонений теоретических вероятностей рі от соответствующих частот рі* с некоторыми коэффициентами (“весами”) Сi:

EMBED Equation.3
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сумма абсолютных или квадратов разностей значений статистической и теоретической функций распределения:

EMBED Equation.3
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и другие.

Заметим, что вследствие случайности выборочных значений х1, ..., хn случайной является и  статистическая функция распределения F*(x). Поэтому и значение критерия согласия, которое зависит от вида двух функций F*(x) и F(x):

D = Ф [F*(x), F(x)],                                           (3.49)

каким бы способом он ни был определен, являясь  функционалом, представляет собой случайную величину.

Закон распределения D в общем случае зависит от закона распределения случайной величины Х, над которой проводились опыты (наблюдения), количества опытов n и может быть найден в каждом конкретном случае.

Предположим, что для совокупности из n реализаций случайной величины Х получена конкретная реализация d критерия согласия D.

Если  d сравнительно небольшое, это означает, что теоретический закон распределения F(x) подобран правильно, и потому расхождения между F(x) и F*(x) незначительны.

Определив закон распределения случайной величины D, можно найти вероятность того, что эта случайная величина будет не меньше упомянутого выше значения d, то есть

P(D ( d)= p.                                                (3.50)

Вероятность p есть вероятность того, что только за счет чисто случайных причин может быть получена мера расхождения не меньше полученной по данной совокупности реализаций.

При малой d вероятность (3.50) будет достаточно велика и тем больше, чем меньше d (при прочих равных условиях).

Поэтому при большой вероятности (3.50), обычно при р ( 0,1, гипотеза Н является правдоподобной, не противоречащей опытным данным.

Если же полученное  d велико, это свидетельствует о том, что или теоретический закон распределения подобран неверно, или слишком большие ошибки в определении реализаций Х.

Отметим, что практическое применение критериев согласия затруднено тем, что нужно знать закон распределения меры D. Различие в критериях согласия состоит именно в различом выборе меры D расхождения между статистической и теоретической функциями распределения.

Критерий согласия Колмогорова. Одним из первых и наиболее известных в настоящее время критериев согласия следует считать критерий Колмогорова. 

В качестве меры расхождения он рассматривает максимальное значение модуля разности между статистической F*(x) и теоретической F(x) функциями распределения (рис. 3.3):

D = max |F*(x)– F(x)|.    (3.51)

Основанием для выбора как меры расхождения величины D является простота ее вычисления и простой закон распреде-  ления величины D.

А.М.Колмогоров доказал, что какова  бы ни была функция распределения F(x) непрерывной случайной величины Х, при неограниченном возрастании количества независимых опытов n, вероятность неравенства D
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где второе слагаемое в правой части равенства называется распределением Колмогорова. Для вероятности Р(() составлены соответствующие таблицы. 

Для использования критерия согласия Колмогорова строятся статистическая F*(x) и предполагаемая (гипотетическая) F(x) функции распределения; определяется максимум D модуля разности между ними и находится величина
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 .                                                 (3.53)

Затем по таблицам находится вероятность Р(() – вероятность того, что за счет чисто случайных причин максимальное расхождение между F*(x) и F(x) будет не меньше, чем полученное в результате опыта. Если найденная вероятность Р(() очень мала (0,01-0,1), гипотезу следует отвергнуть как неправдоподобную; при сравнительно больших Р(() ее можно считать совместимой с опытными данными. 

Достоинством критерия Колмогорова есть его простота. 

Однако он применяется только в случае, если теоретическое распределение полностью известно, т.е известен вид закона распределения и его параметры. Кроме того, расхождение между F(x) и F*(x) определяется только в одной точке, а информация о расхождении при всех других значениях аргумента не используется. В результате данный критерий хорошо «чувствует» различия в основной части F(x) и плохо – на ее “хвостах”. Кроме того, в критерии Колмогорова не учитываются вероятности появления в выборке тех или иных значений, а, следовательно, и вероятности данных отклонений. Поэтому были разработаны так называемые взвешенные критерии согласия, среди которых наибольшее распространение получил критерий омега-квадрат (Ω2 ).

Пример 3. Моделируется ремонтоздатність від дальності полетів X . Результаты моделирования представлены в виде сгруппированного статистического ряда (n=500) (табл. 3.3).

Таблица 3.3

	xi, км
	350 – 

355
	355 – 

360
	360 – 

365
	365 – 

370
	370 – 

375
	375 – 

380
	380 – 

385
	385 – 

390
	390 – 

395
	395 – 

400

	ni
	50
	45
	45
	60
	60
	60
	45
	45
	45
	45


Полученные данные позволяют высказать гипотезу о том, что ошибки снятия отсчетов дальности распределены с постоянной плотностью в интервале а ( X ( b.

Проверить с помощью критерия согласия Колмогорова согласованность гипотетического и статистического распределений, если а = 350 км; b = 400 км. 

Решение. Определяем статистическую F*(xі) и теоретическую F(x) функции распределения:
[image: image7.wmf].
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Результаты расчетов сведенные в табл. 3.4.

Таблица 3.

	Pi*
	0,10
	0,09
	0,09
	0,12
	0,12
	0,12
	0,09
	0,09
	0,09
	0,09

	F*(xi)
	0,10
	0,19
	0,28
	0,40
	0,52
	0,64
	0,73
	0,82
	0,91
	1,00

	F(x)
	0,10
	0,20
	0,30
	0,40
	0,50
	0,60
	0,70
	0,80
	0,90
	1,00


По данным таблицы строятся графики F*(xi) и F(x) (рис. 3.4). Находим D = max |F*(хi) – F(х)| = = F*(380) – F(380) = 0,64-0,60 = 0,04. Рассчитываем ( = D 
[image: image8.wmf]n
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 = 0,04 ( 22,36 ( 0,89.

При (= 0,89 находим  

По таблице Р(()= = 0,407.

Поскольку Р(() велика, гипотезу о том, что случайная величина ошибок измерения дальности распределена с постоянной (равномерной) плотностью в интервале (350; 400), следует считать правдоподобной.

Критерий согласия ( 2 (“хи-квадрат”) Пирсона. Критерий хи-квадрат является в настоящее время наиболее распространенным, что определяется его универсальностью. Этот критерий разрешает проверять гипотезы соответствия статистического (опытного) распределения F*(x) теоретическому (предполагаемому или гипотетическому) F(x) распределению не только тогда, когда последнее известно полностью, но и тогда, когда неизвестные параметры теоретического закона распределения оцениваются на основании опытных данных, то есть по имеющейся выборке.

Пусть произведено n независимых опытов, в каждом из которых случайная величина Х имеет определенное значение. Результаты опытов сводятся в k разрядов и оформляются в виде статистического ряда (табл. 3.5).

Таблица 3.5

	Іі
	х1; х2
	х2; х3
	...
	хк; хк+1

	Рі*
	Р1*
	Р2*
	...
	Рк*


Требуется определить (проверить), согласуются ли эти экспериментальные данные с предположением о том, что случайная величина Х распределена по предполагаемому закону F(x).

Предположительно зная теоретический закон распределения, можно найти теоретические вероятности Р1, Р2, ..., Рк попадания случайной величины в каждый из разрядов. Оценки вероятностей Р1*, Р2*, ..., Рк* определены как частоты соответствующих событий для имеющейся выборки х1, х2, ..., хn объема n.

Очевидно, что в случае верности гипотезы Н: F*(x) = F(x) при довольно больших объемах выборки отличия pi и pi* должны быть незначительными (в силу закона больших чисел в форме теоремы Бернулли). Поэтому разности (pi*– pi) могут быть использованы для построения критерия согласия.

В качестве такого критерия согласованности теоретического и статистического распределений берется сумма квадратов отклонений (pi*– pi)2, взятых с некоторыми весовыми коэффициентами (“весами") сi:
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Заметим, что возведением в  квадрат разностей (pi*– pi) устраняется возможность взаимного погашения положительных и отрицательных отклонений.

Весовые коэффициенты сi  необходимо ввести потому, что в общем случае отклонения (pi*– pi), относящиеся  к различным разрядам, неравнозначны, так как одно и тоже по абсолютной величине отклонение (pi*– pi) может быть малозначительным, если самая вероятность велика, и очень заметным, если она мала. Поэтому, естественно, весовые коэффициенты сi нужно брать обратно пропорциональными вероятностям pi попадания случайной величины Х в і-й разряд (i=1, 2, ..., k). Далее необходимо правильно выбрать коэффициенты пропорциональности между сi и 1/pi.
К. Пирсон показал, что если взять сi=n/pi, то при большом количестве опытов n закон распределения случайной величины D практически не зависит от функции распределения F(x) случайной величины Х, над которой проводятся наблюдения, и от числа опытов n, а зависит  только от числа                                                               разрядов (интервалов) k.

Для пользования данным критерием необходимо иметь закон распределения случайной величины D. Такой закон получен К. Пирсоном. Им доказано, что при n ( ( этот закон распределения F(d) приближается к так называемому ( 2 - распределению. Строгое доказательство теоремы Пирсона можно найти в соответствующей литературе. Поэтому мера расхождения d обозначается ( 2, а полученный критерий называют критерием согласия хи-квадрат (( 2) Пирсона:
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С учетом того, что рi* = mi/n (mi – число значений в і-м разряде), можно записать:
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Обычно критерий хи-квадрат используется в форме (3.56). Здесь npi – теоретическое количество выборочных значений, которые должны попасть в интервал 
[image: image13.wmf]i
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 из выборки объема n, если справедливо теоретическое распределение.

Таким образом, критерий хи-квадрат представляет собой сумму квадратов разностей статистического и теоретического количеств выборочных значений для всех интервалов, нормированных относительно теоретического.

Безусловно, величина ( 2  случайная, так как в разных опытах она принимает различные, заранее неизвестные значения. Ясно, что чем меньше различаются эмпирические (опытные) и теоретические частоты, та меньше величина критерия, и, следовательно, он в известной степени характеризует близость статистического и теоретического распределений.

Распределение ( 2 зависит от параметра r, называемого  числом “степеней свободы” данного распределения. Число степеней свободы находят из равенства

r = k– (S+ 1),                                                   (3.57)

где k  – число разрядов (интервалов);

    1 – связь, которая постоянно накладывается, исходя из условия нормировки: 
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     S – число параметров предполагаемого (теоретического) распределения, которые оценены по данным выборки.

В частности, если предполагаемое распределение гауссовское (нормальное), то оценивают два параметра (математическое ожидание и среднее квадратичное отклонение), поэтому S = 2 и число степеней воли r = k – 2 – 1 = k – 3. Если, например, предполагают, что генеральная совокупность распределена по закону Пуассона, то оценивают один параметр (, поэтому S = 1 и r = k – 2.

Для распределения хи-квадрат составлены специальные таблицы.

Итак, распределение ( 2  дает возможность оценить степень согласованности теоретического и статистического распределений. 

Схема применения критерия ( 2  такова:

1. Определяется мера расхождения
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2. Определяется число степеней свободы

r = k – (S + 1).
3. По r и ( 2  с помощью таблиц определяется вероятность того, что величина, которая имеет распределение ( 2 с r степенями свободы, превзойдет данное значение ( 2.

 Если полученная вероятность, весьма мала (р ( 0,1), то событие с такой вероятностью можно считать практически невозможным, а результат опыта следует считать противоречащим гипотезе Н о том, что закон распределения величины Х есть F(х). Гипотезу Н следует отвергнуть как неправдоподобную. Если эта вероятность сравнительно велика, то расхождения между теоретическим и статистическим распределениями несущественные и появились за счет чисто случайных причин (ошибок в определении реализаций Х).В этом случае гипотеза Н не противоречит опытным данным.

При пользовании критерием ( 2 должно быть достаточно большим не только общее число опытов n, но и mi в отдельных разрядах.

На практике рекомендуется иметь в каждом разряде не менее 5-10 наблюдений. Число разрядов должно составлять порядка 8-12.
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