Карта Карно

Карта Карно́ — графический способ минимизации переключательных(булевых) функций обеспечивающий относительную простоту работы с большими выражениями и устранение потенциальных гонок. Представляет собой операции попарного неполного склеивания и элементарного поглощения. Карты Карно рассматриваются как перестроенная соответствующим образом таблица истинности функции. Карты Карно можно рассматривать как определенную плоскую развертку n-мерного булева куба.

Карты Карно были изобретены в 1952 Эдвардом В. Вейчем и усовершенствованы в 1953 Морисом Карно, физиком из «Бэлл Лабс», и были призваны помочь упростить цифровые электронные схемы.

В карту Карно булевы переменные передаются из таблицы истинности и упорядочиваются с помощью кода Грея в котором каждое следующее число отличается от предыдущего только одним разрядом.
Карта Карно может быть составлена для любого кол-ва переменных, однако удобно работать при кол-ве переменных не более пяти. По сути Карта Карно — это таблица истинности составленная в 2-х мерном виде. Благодаря использованию кода Грея в ней верхняя строка является соседней с нижней, а правый столбец соседний с левым, т.о. вся Карта Карно сворачивается в фигуру тор (бублик). На пересечении строки и столбца проставляется соответствующее значение из таблицы истинности. После того как Карта заполнена можно приступать к минимизации.

Если необходимо получить минимальную ДНФ, то в Карте рассматриваем только те клетки которые содержат единицы, если нужна КНФ, то рассматриваем те клетки которые содержат нули. Сама минимизация производится по следующим правилам (на примере ДНФ):

1. объединяем смежные клетки содержащие единицы в область, так чтобы одна область содержала 
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(n целое число = 0…
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) клеток (помним про то, что крайние строки и столбцы являются соседними между собой), в области не должно находится клеток содержащих нули;

2. область должна располагаться симметрично оси(ей) (оси располагаются через каждые четыре клетки);

3. несмежные области расположенные симметрично оси(ей) могут объединятся в одну;

4. область должна быть как можно больше, а кол-во областей как можно меньше;

5. области могут пересекаться;

6. возможно несколько вариантов накрытия.

Далее берём первую область и смотрим какие переменные не меняются в пределах этой области, выписываем конъюнкцию этих переменных, если неменяющаяся переменная нулевая, проставляем над ней инверсию. Берём следующую область, выполняем тоже самое что и для первой, и т. д. для всех областей. Конъюнкции областей объединяем дизъюнкцией.

Карта Карно 
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Составим таблицу истинности согласно заданных условий задачи:
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Переставим в ней строки и столбцы в соответствии с кодом Грея. Получили Карту Карно:
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Заполним её значениями из таблицы истинности:
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Минимизируем в соответствии с правилами:

[image: image7.png]X3 Xl

X1X

00/01M

00

01

oo

1

N N 0N

10

s4

s3

s6

s2

s5





1. Все области содержат 2^n клеток;

2. Так как Карта Карно на четыре переменные оси располагаются на границах Карты и их не видно (подробнее смотри пример Карты на 5 переменных);

3. Так как Карта Карно на четыре переменные все области симметрично осей — смежные между собой (подробнее смотри пример Карты на 5 переменных);

4. Области S3, S4, S5, S6 максимально большие;

5. Все области пересекаются (не обязательное условие);
6. В данном случае рациональный вариант только один.
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Теперь по полученной минимальной ДНФ можно построить логическую схему:
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Из за отсутствия в наличии шести-входового элемента ИЛИ, реализующего функцию дизъюнкции, пришлось каскадировать пяти- и двух-входовые элементы(D7, D8).

Составим мин. КНФ:
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Пример Карты Карно на пять переменных
Имеем такую таблицу истинности:
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Карта Карно будет выглядеть следующим образом (для лучшего визуального восприятия в Карту нули не записываем):
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Неправильно (на примере ДНФ):
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· — Область S1 — накрыта правильно;

·  — Область S2 — нарушает п.1;

·  — Область S3 — нарушает п.2;

· -Области S4 и S6 — не выполняют п.3, это не является ошибкой — выражение получится больше чем если бы S4 и S6 представляли собой одну область;

·  — Область S5 — нарушает п.1 по кол-ву клеток и по недопустимости нахождения нулей в области.

Правильно:
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Минимизировав эту Карту получаем минимальную ДНФ:
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Составим минимальную КНФ:
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Другой вариант той же самой Карты Карно:
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Ничего не меняется только в строках записано три переменных, а в столбцах две.

Karnaugh maps are used to facilitate the simplification of Boolean algebra functions. The following is an unsimplified Boolean Algebra function with Boolean variables A, B, C, D, and their inverses. They can be represented in two different functions:

· f(A,B,C,D) =
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 are the minterms to map (i.e. which rows have output 1 in the truth table).
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K-map showing minterms and boxes covering the desired minterms. The brown region is an overlapping of the red (square) and green regions.
Using the defined minterms, the truth table can be created:
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The input variables can be combined in 16 different ways, so the Karnaugh map has 16 positions, and therefore is arranged in a 4 × 4 grid.

The binary digits in the map represent the function's output for any given combination of inputs. So 0 is written in the upper leftmost corner of the map because ƒ = 0 when A = 0, B = 0, C = 0, D = 0. Similarly we mark the bottom right corner as 1 because A = 1, B = 0, C = 1, D = 0 gives ƒ = 1. Note that the values are ordered in a Gray code, so that precisely one variable changes between any pair of adjacent cells.

After the Karnaugh map has been constructed the next task is to find the minimal terms to use in the final expression. These terms are found by encircling groups of 1s in the map. The groups must be rectangular and must have an area that is a power of two (i.e. 1, 2, 4, 8…). The rectangles should be as large as possible without containing any 0s. The optimal groupings in this map are marked by the green, red and blue lines. Note that groups may overlap. In this example, the red and green groups overlap. The red group is a 2 × 2 square, the green group is a 4 × 1 rectangle, and the overlap area is indicated in brown.

The grid is toroidally connected, which means that the rectangular groups can wrap around edges, so [image: image28.png]AD



 is a valid term, although not part of the minimal set—this covers Minterms 8, 10, 12, and 14.

Perhaps the hardest-to-visualize wrap-around term is [image: image29.png]


 which covers the four corners—this covers minterms 0, 2, 8, 10.

Solution
Once the Karnaugh Map has been constructed and the groups derived, the solution can be found by eliminating extra variables within groups using the axiom laws of boolean algebra. It can be implied that rather than eliminating the variables that change within a grouping, the minimal function can be derived by noting which variables stay the same.

For the Red grouping:

· The variable A maintains the same state (1) in the whole encircling, therefore it should be included in the term for the red encircling.

· Variable B does not maintain the same state (it shifts from 1 to 0), and should therefore be excluded.

· C does not change: it is always 0.

· D changes.

Thus the first term in the Boolean sum-of-products expression is
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For the Green grouping we see that A and B maintain the same state, but C and D both change. B is 0 and has to be negated before it can be included. Thus the second term is
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.
In the same way, the Blue grouping gives the term
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The solutions of each grouping are combined into: 
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Inverse
The inverse of a function is solved in the same way by grouping the 0s instead.

The three terms to cover the inverse are all shown with grey boxes with different colored borders:

· Brown -
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· Gold -
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· blue—BCD
This yields the inverse:
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Through the use of De Morgan's laws, the product of sums can be determined:
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